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摘 要 给出了 Sierpinski 体的概念及构造过程，并求出其计盒维数和

Hausdorff 维数，同时计算出其 Hausdorff 测度的一个准确值。
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1.引言

在研究分形几何的过程中，计算一类自相似集的 Hausdorff 维数一直是一

项基本但又非常困难的课题，所以该课题的研究深受人们的关注[1-7]。到目

前为止，一类满足开集条件的自相似集分形的研究是比较成功的，该项研究认

为这类分形的 Hausdorff 维数等于它的自相似维数。本文构造了一类

Sierpinski 体，并利用计盒维数和 Hausdorff 维数的关系，以及质量分布原理，

得出了 Sierpinski 体的 Hausdorff 维数；同时利用文献[1]中的命题 1及其推

论，计算出了 Sierpinski 体的 Hausdorff 测度的准确值。

2. Sierpinski 体的概念及构造

设在 3R 空间中作一个棱长为 1的正方体，记作 0E ,将 0E 的各棱长三等分，

作棱长为
3
1
的正方体，并将中间部分去掉，可以得到 8 个全等的小正方体，将

这些小正方体组成的集合记作 1E 。对 1E 的 8个小正方体重复上述过程，得到的

集合记作 2E ，如此继续下去，得到   n10 EEE ，如图 1。

0E 1E （图 1）
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EE ，则 E非空，称 E为由 0E 生成的 Sierpinski 体。

3. Sierpinski 体 E 的计盒维数

在计算 Sierpinski 体 E 的计盒维数之前，先给出 Sierpinski 体 E 的计盒

维数的一个等价定义。

定理 1 以 )(EN 表示与 E 相交，直径不大于 的正方体的最少个数，则 E

的上、下计盒维数为：
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证明：首先，由正方体的性质（中心对称图形），

我们知每个正方体都有一个内接球和一个外接球。

设 iU 是直径不大于 的 E的正方体覆盖，

其中这些小正方体的所有外接球的集合也覆盖 E，

设上述外接球的最大直径为 ，则有  1c （ 1c 为常数），

因此直径不大于 的覆盖 E的球的最少个数 )()( ENEN   ,

所以
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同理可证




 lg
)(lglim)(dim

0 




ENEB

定理 2 Sierpinski 体 E 的计盒维数 3ln
8ln)(dim EB

证明：由 E的构造（   n10 EEE ）我们可以得到，

nE 是 E的一个自然覆盖，由 n8 个棱长为 n

3
1
）（ 的正方体组成。

设 iU 是直径不大于 的 E的正方体覆盖，

若满足 1n )
3
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1  n）（ ，则 n8)( EN ，所以
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则每个 iU 都不能独立覆盖 nE 的一个小正方体，

则 n8)( EN ，所以
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4. Sierpinski 体 E 的 Hausdorff 维数

定理 3 Sierpinski 体 E 的 Hausdorff 维数
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证明：由定理 2，我们只需证明
3ln
8ln)(dim EH 即可。

利用质量分配原理，在 E上建立如下均匀质量分布：

令 0E 上的均匀分布为 8；

1E 中的每个小正方体的质量分配为 1；

2E 中的每个小正方体的质量分配为
8
1
；

……

nE 中的每个小正方体的质量分配为 1n
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这样就得到 E上的自然质量分布 ，且 )(E =8.

设 iU 是 E的任一 覆盖，当 充分小时，对任意的 iU   iU ，
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此时 iU 至多与 4个小正方体相交，则
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由质量分布原理得：
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5. Sierpinski 体 E 的 Hausdorff 测度

定理 4 Sierpinski 体 E 的 Hausdorff 测度 7
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为证明此定理，我们先用以下方法重新构造 Sierpinski 体 E。

设在 3R 空间中作一个棱长为 1 的正方体，将其棱上的点集记作 0F ,将 0F 的

各棱长三等分，作棱长为
3
1
的正方体，并将中间部分去掉，可以得到 8个全等的

小正方体，将这些小正方体棱上的点集组成的集合记作 1F 。对 1F 的 8 个小正方

体重复上述过程，得到的集合记作 2F ，将上述过程无限重复下去，得到
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定理 5 FE 

证明： FE  显然成立，下证 FE  .

Ex ,由 E 和 F 的构造过程知，必有 Fx ,则有 FE  ;

综上所述， FE  。

根据文献[1]中的命题 1及其推论，我们可以得到 ln3
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下面证明定理 4 。
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下证 7
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利用质量分配原理，在 F上建立如下均匀质量分布：

令 0F 上的每条边的均匀分布为 1；

1F 中的每个小正方体的每条边的质量分配为
8
1
；

2F 中的每个小正方体的每条边的质量分配为 2
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nF 中的每个小正方体的质量分配为 n
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这样就得到 F上的自然质量分布 ，且 )(F =12.

设 iU 是 F的任一 覆盖，当 充分小时，对任意的 iU   iU ， Nn ，

使得    niU 3
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3
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，此时 iU 在 2nF 中至多质量分配为
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由质量分布原理得：

7
8

2
21

)()(3ln
8ln


FFH 

综上所述， 7
8)(H ln3

ln8

F 。

所以，Sierpinski 体 E 的 Hausdorff 测度 7
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